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Chuong 3

PHAN TICH HE ROI RAC LTI DUNG PHEP

BIEN DOI Z

Phép bién doi Z 1a mdt cong cu quan trong trong viéc phan tich hé roi rac LTI Trong chuong
nay ta s€ tim hiéu vé phép bién ddi Z, céc tinh chat va mg dung ctuia né vao viéc phan tich h¢

ro1 rac LTI. Noi dung chinh chuong nay la:

- Phép bién d6i Z

- Phép bién dbi Z nguogc

- Céc tinh chat cta phép bién ddi Z

- Phan tich hé ro1 rac LTI dua vao ham truyén dat

- Ung dung bién ddi Z dé giai phuong trinh sai phan
2.1 PHEP BIEN POI Z (Z-Transform)

Phép bién ddi Z 13 ban sao roi rac hoa cia phép bién d6i Laplace.
Laplace transform : F(s) = .[_w f(t)edt

z-transform: F'(z) = i fInlz™

n=—w

That vay, xét tin hiéu lién tuc f(¢) va 1dy mau no, ta duoc:

L=/, 5t-nT)=Y [(hT)5(t~nT)

Nn=—00 Nn=—00

Bién do6i Laplace cuta tin hi¢u ldy mau (con goi la roi rac) la:

LI (0] = fi{ > f (nT)é(r—nT)}e‘”dr =3 [ S -nTyeds

=3 ) [ S-nTrede="Y. f(nT)e™
Cho Slnl= f(uT) v 2= tac6: _
F(z)= iw fTnlz"
F(z)|z_€ﬂ=_§ flnles

=3 f(nT)e
=IL/,(0)]

Nhu vy, bién d6i Z voi z=¢" chinh 1a bién d6i Laplace cta tin hiéu roi rac.

3.1.1 Pinh nghia phép bién doi Z
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Nhu vira trinh bay trén, phép bién doi Z hai phia (bilateral Z-Transform) cua h[n] la:

H(z)= Z h[n] z hn]z™"
Ta ciing c6 dinh nghia phép bién doi Z mét phia (unilateral Z-transform ) 1a:
H(z)= i h[n]z™
n=0
Phép bién ddi Z hai phia dugc dung cho tat ca tin hiéu, ca nhan qua va khong nhan qua.

Theo dinh nghia trén ta thy: X(z) 1a mot chudi luy thira v6 han nén chi ton tai d6i v6i cac gia
tri z ma tai d6 X(z) hoi tu. Tap cac bién z ma tai d6 X(z) hoi tu goi 1a mién héi tu ca X(z)-
ky hiéu 1a ROC (Region of Convergence ).

Ta s& thay c6 thé co nhimg tin hiéu khac nhau nhung c6 bién doi Z trung nhau. Piém khac
biét & day chinh la mién hoi tu.

Ta can luu y dén hai khai niém lién quan dén bién doi Z- d6 1a diém khong (zero) va diém
cuec (pole). Piém khong 1a diém ma tai d6 X(z) = 0 va diém cuc la diém ma tai d6 X(z)=x.

Do ROC 1a tap cac zma & d6 X(z) ton tai nén ROC khong bao gid chira diém cuc.
Vi du:
Tim bién d6i Z, v& ROC va biéu dién diém cuc-khong:

x,[n]=a"u[n] and x,[n]=—(a")u[-n-1]

Ta thay hai tin hiéu khac nhau trén c6 bién ddi Z tring nhau nhung ROC khéc nhau.
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3.1.2 Mién hi tu ciia phép bién ddi Z
1. x[n] léch phai x[n]=0,n<n,

0

X(z)= Z x[n]z™"

n=n

X(@2)=Y x[n]@

n=ny
Khi n—> o, can (1/z)" — 0 dé tong hoi tu. Nhu vay, di€u kién hoi tu s€ thoa véi cac gia tri
cta z nam ngoai duong tron di qua diém cuc xa goc nhat, nghia la |z [> 7,

max *

2. x[n] léch trai x[n]=0,n>n,

o

X(z)=)_ x[n]z™"

Khi n— —o, can (1/z)" -0 hay z” —0 dé tong hoi tu. Vay ROC 1a mién nim trong
duong tron di qua diém cuc gan gbe nhit, nghia 1a |z |< r

min

Luu y trong truong hop tin hiéu x[n]=0 vdi n>n, > 0nhungx[n,]# 0, ROC khong chira
diém 0. Chang han nhu v6i x[n] = u[—n +1]thi

khong hoi tu & z=0 nén z =0 khong nim trong ROC.
3. Tin hiéu x[n] léch hai phia
ROC c6 dang:

1, < |Z| <, (hinh vanh khén hoic rng)

4. Tin hiéu x[n] dai hitu han
ROC Ia toan bd mat phéng zngoai trir z =0va/hodc z=o
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Sn-11ez"z>0

on+1]¢>z,|z|<o
Vi du:

Tim bién d6i Z va ROC cua: x[n]=da" where |a|<1.

Vi du:
Tim bién doi Z va ROC cta: x{n]=3"u[-n—1]+4"u[-n—1].
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Vi du:

Tim bién d6i Z va ROC ciia: L 6[n—1]+36[n+1]

Vi du:

Tim bién d6i Z cua: A[n]=(.5)"u[n—1]+3"u[-n—1]. Hé biéu dién bang dap uimg xung nhu
trén ¢ 6n dinh BIBO khong?

Vi du:
Tim bién d6i Z cua: x[n]=r" sin(bn)u[n]
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2.2 PHEP BIEN POI Z NGUQC - 1ZT

2.2.1 Biéu thire tinh IZT
Biéu thirc tinh IZT duoc xay dung dya trén dinh Iy tich phan Cauchy. Pinh Iy nhu sau:

1 - I, n=0
—¢z" dz=
2wl 0, n#0

v6i C 1a dudng cong kin bao quanh gdc toa d6 theo chiéu dwong va nam trong mit phang z.
1-1

< . 2 ;L ,. Z X 1A 1 A \ .
Nhan 2 vé cta bicu thuc tinh ZT véi Py roi lay tich phan theo duong cong C, ta co:
T

L -1 —L N —n+l-l g N L —n+l-1
ZRji;X(Z)Z dZ_ani;n_Z_‘!oX[n]Z & H_Z_‘:ox[n]hjifz dz

Ap dung dinh 1y tich phan Cauchy ta rat ra duoc:
L_it;X(z)zl_'dz =x[1]
2m) L
Thay 1 = n, ta ¢6 biéu thirc tinh IZT nhu sau:
x[n]= L‘§X(Z)Zn’ldz
2w L

Tir day ta thay c6 thé tinh IZT tryc tiép tir cong thirc vira tim duge. Cach tinh 1a dwa vao dinh
ly v€ gia tri thang du (xem sach). Tuy nhién, cach tinh nay kha phirc tap nén khong dugce sur
dung trong thuc té.

Sau day ta xét hai phuong phap tinh IZT dwoc ding trong thuc té:
2.2.2 Phuwrong phap khai trién chudi liy thira (Power Series Expansion)
Ta c6 thé tinh IZT bang cach khai trién X(z) thanh chudi lily thira:

X(z)= i xk]z" = x[0]+ x[1]z"" + x[2]z 7 +---
=0
x[n]= Zw: x[k]o[n—k]=x[0]o[n]+ x[1]o0[n—1]+ x[2]0[n—2] +---

=~
Il

0
Ta co:

S[n—k]—sz*
Sau d6 dong nhét cac hé s6 cta chudi luy thira véi x[n].
Vi du:
Tim IZT cua:
X(z)=1+2z"+3z7
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Vi du:
Tim IZT cua:
1
X(z)=——, ROC:[z>|a|
l1—az
Vi du:
Tim IZT biét:

8z-19
X(z2)=——— ., |z[>3
) 225246 2]

Cach khai ~trién X(z) thanh chudi liy thira nhu trén c6 diém khong thuan tién 1a khé/khong
the biéu dién dugc x[n] ¢ dang tudng minh.
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2.2.3 Phwong phap khai trién riéng phan (Partial Fraction Expansion)

Phuong phap nay twong tu nhu tinh bién ddi Laplace nguoc da biét.
Gia sir can tinh IZT{X(z)}. Ta khai trién X(z) thanh dang sau:

X(z)=X,(2) + 2 X(2)

Trong do6 X, (z) c6 dang da thirc, Xi(z) c6 dang phan thirc voi bac cia tur s6 nhoé hon béc cua
mau so.

Tuy diém cyc ma Xj(z) c6 thé co cac dang nhu sau:

1. Néu p; la didm cye don: X,(2) = —— v6i . =(z—p,)X(2)
Z—D; 2=p;
2. Néu p; 1a diém cuc boi bac s: X.(2)= C—kk
= (z—py)
voi
1 ds—k

Cy = (s—K)! . a7 [(Z_pi)sX(Z)L_pi

Sau khi khai trién X(z) ta str dung bang 3.1 dé suy ra IZT.

o(n)e1
d(n—m)©z”

m

a"u[n] <
z—a

az
(z—a)’
az(z+a)
(z—a)’
z(z —acosQ)
z° —2zcosQ+a’

na"u[n] <>

n‘a"u[n] &

a" cos(Qn)u[n] &

) azsin Q)
a"sin(Qn)u[n] <>
(Cn)u[n] 7z’ —2zcosQ+a’
2|K|a" cos(Bn+a)u[n] <> Kz + KZ*, p=ae” & KoK |e"
Z—p z-p

Bdang 3.1 Cdc cap x[n] — X(z) thong dung
Vi du:
2
Tim IZT ciia: X (z)=—22 2 |2}53
(z-2)(z-3)
Ta khai trién
X(z)  2z-5
z (z=2)(z-3)
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Vi du:
Tim IZT cua:
X@)=— 2 |2
(z-2)(z-1)
Vi du:
Tim IZT cua:
z
X(z) =
@ 72> —-0.52+0.25
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2.3 CAC TiNH CHAT CUA PHEP BIEN DOI Z

Trong phan ndy, ta xét nhitng tinh chit quan trong nhit cta phép bién d6i Z.
2.3.1 Tuyén tinh
V4
ax[n]+by[n]«—aX(z)+bY(2)

Mién hoi tu méi phu thudc vao mién hoi tu cia ca X(z) va Y(z), d6 1a giao cua hai mién
hoi tu R, NR, . Tuy nhién, néu t6 hop aX(z) + b¥(z) lam khir di mot s6 diém cyc cua X(z)

hodc Y(z) thi mién hoi tu s€ mo rong ra, nén:

R 2R NR,

2.3.2 Dich chuyén thoi gian
z
x[n—n,l«—>z"X(z)

¢ day mién hoi ty méi giong mién hoi tu R, c6 thé thém vao hodc bét di diém goc hay diem
vO0 cung tuy no duong hay am

Vi du:

Tim w[n] biét:

W(z)= | z[>3

z2=2z-3
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Tinh chat tuyén tinh va dich thoi gian rat hi¢u qua doi voi cac h¢ thong mo ta boi phuong
trinh sai phan tuyén tinh hé s6 hang.

2.3.3 Tong chap

yn] = xln]* Wl X (2)H ()
& day mién hoi tu méi 1a
R, DR NR,
Tinh chat tong chap cia bién doi Z gip ta tinh toan téng chap tuyén tinh rdi rac mot cach
don gian hon. Tinh chét nay s& dugc str dung rat nhiéu.
Chirng minh:
yn]= X[n]*h[n]<—> z z x[k]h[n—k]]z™"

n=-—ow k=—own
Thay d6i th ty lay tong, ta co:
Mrl= Y K1Y, Hln— k]
k=—0 n=—wo

bat m=(n-k), taco:

M= S ALY Az ]

= i klz™* f: Hmlz™"
=X (2)H(2)

Mién héi tu méi phy thudc vao mién hoi tu cua ca X(z) va H(z), d6 13 giao cua hai mién
hoi tu R, N R, . Tuy nhién, néu mot thira s6 X(z) hoac H(z) c6 diém khong, diém khong nay
khtr diém cuc cua thira s6 kia thi mién hoi tu s& mo rong ra, nén R)') DR NR,

Vi du:

Choh[n]=a"u[n], (la|<1) va x[n]=u[n]. Tim y[n]=x[n]*h[n].

Néu x[n]=u[n—2] thi y[n] thay d6i nhu thé nao?
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Vi du:

Tim dau ra y[n] véi dau vao x[n]=u[n] va hé LTI c6 dap ung xung:

hn]=-3"u[-n-1].
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2.3.4 Pinh 1y gia tri dau va gia tri cudi

Dinh 1y gia trj dau va gia tri cubi thuong lién quan dén bién d6i Z mot phia, nhung ching
cling dung vdi bién doi Z hai phia néu tin hiéu x[n] = 0 v6in < 0.

1. Pinh Iy gid tri dau(initial value theorem)
Biéu dién:
F(z)=) fInlz" = f10]+ [Tl + f12)z7
n=0
Lay gi6i han lim F(z), ta s& duoc gia tri dau ciia fln]- d6 chinh 1a f]0]
2. Pinh Iy gid tri cudi(final value theorem)
Néu gia trj cubi cua f[n] ton tai thi:
lim f[n]= f[o]= lin}(z -DF(z)
Vi du:

Tim gid tri dau va gia tri cudi cua tin hiéu f[n], biét rang:

F(z)=

2.4 PHAN TiCH HE ROI RAC LTI
Ta d3 biét trong mién thoi gian, c¢6 thé biéu dién hé roi rac LTI bang so do, téng chap, dap
ung xung, dap ing budc va phuong trinh sai phén .
Sau ddy ta s& xét mdt céch khéc - rat hiéu qué dé biéu dién hé thong rdi rac LTI D6 1a bicu
dién bang ham truyén dat (transfer function) hay con goi 1a ham hé thong (system function)
2.4.1 Pinh nghia ham truyén dat
T tinh chat tong chap cta ZT va tir quan hé giira tin hiéu vao x[n], tin hiéu ra y[n] vé6i dap
ung xung h[n], ta c6:

Y(z) =X(z).H(z)
& day X(z) 1a bién ddi Z cua x[n], Y(2) la bién d6i Z cua y[n] va H(z) 1a bién d6i Z cua dap
ung xung h[n].

Dua vao dap mg xung h[n], ta biét dugc cac dic tinh cia hé thong, vay 16 rang 1a dya vao
H(z) ta cling s& biét duoc cac dic tinh cia h¢ thong. Noi cach khac, H(z) 1a biéu dién cua hé
thong trong mién z. Ta goi H(z) 12 ham truyén dat hay ham hé théng.

Ta c6 thé x4c dinh H(z) rat don gian dya vao phuong trinh sai phan:
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N M
Zaky[n -k] :zbrx[n —1]
k=0 r=0

Léy bién d6i Z hai vé, st dung tinh chét tuyén tinh va dich thoi gian, ta dugc:
N M
D a,z7Y(z) =) b,z X(2)
k=0 r=0

Suy ra ham truyén dat nhu sau:

Y(2) _

M
Z:brz_r
H(Z) — r=0
X(Z) N —k
a, z
; K

Dua vao ham truyén dat, ta biét duoc cac dic tinh cia hé théng, gém tinh nhg, tinh kha dao,
tinh nhan qua, tinh 6n dinh BIBO.

2.4.2 Tinh nh¢
H¢ khong nhé phai c6 dap ung xung c6 dang:
h[n]= Ko[n].
H(z) =K
Vay hé c¢6 nhé c6 ham truyén dat 13 mot hing sb.
2.4.3 Tinh kha dao
h[n]*h[n]=0o[n]= H(z)H (z)=1

o day:

hn]<> H,(2) 1a dio cta A{n]<> H(z).
Vi du:
Tim h¢ ddo A[n]cua hé: h[n]=a"ul[n].

Kiém tra két qua bang cach tinh tong chap cta A[n] véi hln].
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Vi du:

Tim hé dao ctia hé A[n] nhan qua biét:

z—a
H(z)= .
(2) "
2.4.4 Tinh nhan qua
hn]l=0,n<0
ROC: |z|>1,,,

H¢ nhan qua c6 mién hoi tu cua H(z) nam ngoai dudng tron di ngang qua diém cuc xa goc
nhat.

2.4.5 Tinh 0n dinh BIBO
D |hlk]| < oo

k=—0

H(z)= Y h[n]z™ =|H(@)< Y| h[nlz™ |= 3 [h{n]||z ™" |

Khi ta tinh trén duong tron don vi (tc 1a |z| = 1) thi:
|H(z)[< | h[n]|
Nhu vy, néu hé théng 6n dinh BIBO thi duong tron don vi nam trong ROC. Diéu nguoc lai
cling ding.
Két hop voi tinh nhan qué vira xét trong 2.4.4 ta ¢ két luan:

Hé nhan qué s& 6n dinh BIBO néu va chi néu tat ca cac diém cuc ciia H(z) ndm bén trong
duong tron don vi trong médt phang z:

| pk |< 17 Vk
Vi du:
Hé c6 dap tmg xung 14 u[n] c6 nhan qua khong? Co6 6n dinh BIBO khong?
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Vi du:

Xét tinh nhan qua va 6n dinh cta hé c6 dap ing xung 1a:

h[n]=(.9)"u[n]

Vi du:
Xét tinh nhan qua va 6n dinh BIBO ctia hé c6 ham truyén dat 1a:
277 — 3z 1

H(z)=— , —<|z|<2.

5
_EZ+1

2.5 PHUONG TRINH SAI PHAN TUYEN TiNH HE SO HANG

Bién d6i Z hai phia dugc dung cho tin hiéu ton tai trong khoang —oo <n <co. Nhu vay bién
do61 Z hai phia khong phu hop vai loai h¢ co diéu kién dau khac 0- la loai hé c6 nhiéu trong
thure te.

Tin hiéu vao duoc kich vao hé thong tai thoi diém ng nén ca tin hiéu vao va ra déu duoc tinh
v61 n > n, nhung khong c6 nghia la bang 0 véi n<n,.

Sau déy ta s& tap trung xem xét phép bién d6i Z mot phia va ing dung cua né vao viée giai
phuong trinh sai phan voi diéu kién dau khac 0.

2.5.1 Phép bién d6i Z mot phia va tinh chét dich thoi gian

Nhéc lai dinh nghia phép bién ddi Z mot phia:

X(z) = Z.O:x[n]z_n

Bién d61 Z mdt phia khac bién doi Z hai phia & gidi han dudi ctua tong. Do lya chon nay ma
bién doi Z mot phia c6 cac dac diém sau day:

1. Khong chira thong tin vé tin hiéu vé6i gia tri thoi gian 4m.
2. Bién d6i Z mot phia va bién doi Z hai phia ciia tin hiéu nhan qua tring nhau.

3. Khi néi dén bién d61 Z mdt phia, ta khong can quan tam dén mién hoi tu, vi mién hdi tu
ludn ludn la mién ngoai cuia mot duong tron.

4. Tinh chét dich thoi gian cta bién d6i Z mot phia khac bién doi Z hai phia. Cu thé nhu sau:
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sl X(2)

x[n—m] (i)z_mX(z) +z " i x[i]z™

1=—m

Ta s€ Umng dung tinh chét dich thoi gian nay rat nhiéu dé giai phuong trinh sai phan trong
truong hop diéu kién dau khéc 0.

2.5.2 Giai phwong trinh sai phan tuyén tinh hé s6 hing

Phuong trinh sai phan:
N M
2 ayn-k]=) bx[n-r]
k=0 r=0

Lay bién d6i Z mot phia cho ca hai vé cua phuong trinh, ap dung tinh chat tuyén tinh va dich
thoi gian, ta dugc:

N —1 M —1
Zak (Z_kY(Z) +z" Z y[i]z_ij = Zbr (Z_mX(Z) +z " Z x[i]z_ij
k=0 i=—k r=0 i=—m

& day x[i] va y[i] chinh 1a cac gia tri ban dau.

Tir day ta c6 thé tim dugc Y(z), tinh bién d6i Z nguoc ta sé& co dugc y[n]

Vi du:

Tim y[n], n>0 cho biét y[n] I4 tin hiéu ra ctia hé thng:

y[n]=3y[n-1]-2y[n-2]+X[n]
1

2 4
¢ day x[n]=3""u[n], y[—2]:—§, y[—l]:_g
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